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ABSTRAKT 
 
Diplomová práce se zabývá návrhem softwarové aplikace pro výpočet kontaktního 
tlaku v elastohydrodynamicky mazaném kontaktu s účelem využití dat předem 
získané tloušťky mazacího filmu. Úvodní část obsahuje krátký přehled metod 
používaných pro studium tloušťky mazacího filmu a kontaktního tlaku. Vlastní práce 
obsahuje řešení kontaktního tlaku z předem získané tloušťky mazacího filmu, popis 
vyvinutého softwaru a rozbor algoritmu použitých k jeho sestavení. Poslední část se 
věnuje ověření algoritmu, aplikaci softwaru na výpočet kontaktního tlaku na 
nehladkém povrchu a analýze získaných výsledků. V závěru je uvedeno shrnutí a 
možné uplatnění softwaru v praxi. 
   
Klíčová slova: elastohydrodynamické mazání, tloušťka filmu, kontaktní tlak, 
numerické metody. 
 
 
ABSTRACT 
 
Master’s thesis deals with development of software application to calculate contact 
pressure in eleastohydrodynamic lubricated contact in order to use previously 
obtained data of the lubricating film thickness. The introduction contains a short 
overview of methods used for the study of film thickness and contact pressure. 
Custom work includes a contact pressure solution derived from a film thickness, a 
description of the developed software and analysis of algorithms used for its 
compilation. The last part deals with the verification of algorithm, application of 
software for calculating the contact pressure on the rough surface and analysis of the 
results. The conclusion includes a summary and possible application of software in 
practice. 
 
Key words: elastohydrodynamic lubrication, film thickness, contact pressure, 
numerical methods. 
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ÚVOD 
 
 V kontaktech strojních částí hraje mazání významnou roli. V dnešní době, se 
mazací režimy rozdělují na mezné, smíšené, elastohydrodynamické (dále jen EHD) a 
hydrodynamické. Diplomová práce je zaměřena na režim EHD mazání. Pro 
posuzování takto mazaných kontaktů jsou významnými parametry tloušťka mazací 
vrstvy a kontaktní tlak mezi povrchy součástí.  
 Kontakty v EHD režimu se vyskytují u velmi zatěžovaných strojních 
součástí, jako jsou valivá ložiska, ozubená soukolí, vačky atd.  Je snahou získat 
tloušťku mazacího filmu a pole kontaktního tlaku na nehladkých třecích površích. 
Znalost tloušťky mazacího filmu a rozložení kontaktního tlaku je zásadní pro určení 
provozních podmínek, při kterých dojde k porušení souvislé mazací vrstvy a 
k poškozování stýkajících se ploch strojních součástí a snížení životnosti. Nerovnosti 
na površích mohou vznikat záměrně při výrobě, nebo negativním působením cizích 
částic v mazivu pří průchodu kontaktní oblastí. Zkoumají se záměrně vytvořené 
mikrovtisky (denty) na třecích plochách. Mikrovtisky mohou být vytvořeny 
mechanicky vtisknutím kuželovitého hrotu např. Rockwellův, nebo mohou být 
vytvořeny laserem, kdy se intenzivním působením laserového paprsku vytváří 
mikrovtisky s předem daným rozložením. Více o modifikaci povrchů např. v [37]. 
Takto ovlivněný tvar povrchu může sloužit pro uložení maziva a jeho následné 
uvolnění pří nedostatečně mazaných podmínkách, jako jsou rozběhy nebo reverzace 
pohybu strojů a tím pozitivně ovlivnit opotřebení a únavu součástí. Ovšem může také 
nastat situace, kdy špatné rozložení textury mikrovtisků může mít naopak negativní 
účinek na zmíněné vlastnosti.  Jako hlavní kriterium zda jsou takto uměle vytvořené 
nerovnosti výhodné, se jeví posuzování tloušťky mazací vrstvy a kontaktního tlaku.  
 Režim EHD mazání se vyskytuje mezi nekonformními povrchy. Mezi typický 
příklad kontaktu nekonformních povrchů můžeme použít kontakt kuličky na plochém 
disku. Povrchy jsou plně odděleny souvislou vrstvou maziva. Podmínkou vzniku 
tohoto režimu je relativní pohyb třecích povrchů. Kontaktní oblast je velice malá a 
s tím souvisí vysoké kontaktní tlaky pohybující se ve stovkách MPa až jednotek GPa. 
Tyto tlaky způsobují elastickou deformaci povrchu, která je řádově stejně velká jako 
tloušťka vrstvy maziva mezi povrchy. Důležitý vliv na vytváření mazacího filmu má 
tlakově závislá viskozita maziva, která se v kontaktní oblasti liší až o několik řádů. U 
EHD režimu mazaní zkoumáme, zda nedochází k přímému kontaktu mezi povrchy, 
který vede ke snížení životnosti součástí.    
 V současnosti je zájmem mnoha světových pracovišť zkoumání chování EHD 
mazaných kontaktů s nehladkými povrchy. Jako nehladké povrchy jsou uvažovány 
povrchy s různou texturou mikrovtisku, ale také povrchy s reálnou drsností povrchu. 
Existují hlavní tři směry, kterými se výzkum vydává a těmi jsou numerické metody, 
experimentální metody a kombinace těchto metod. Dnes již existují metody, které 
dokážou určit velice přesně tloušťku mazacího filmu s dobrým rozlišením výsledku. 
Proto je snahou vyzkoušet, zda právě tyto data tloušťky mazacího filmu nemohou 
posloužit pro výpočet kontaktního tlaku, u kterého se zatím nepodařilo vyvinout 
metodu, která by byla dostatečně universální, nevnášela cizí tělesa do kontaktu, byla 
časově nenáročná s dobrým rozlišením výsledku.  
 Úkolem této práce je navrhnout a naprogramovat software pro výpočet 
kontaktního tlaku na nehladkém povrchu. Nehladký povrch je vytvořen mechanicky, 
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vtisknutím kuželovitého hrotu. Algoritmus výpočtu bude využívat dat předem známé 
tloušťky mazacího filmu. 
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1 PŘEHLED SOUČASNÉHO STAVU POZNÁNÍ   
 
 V této části práce je uveden přehled současného stavu zkoumání tloušťky a 
tlaku v EHD mazání. Metody jsou rozděleny do tři skupin. Jsou zde uvedeny 
nejčastěji používané metody popisující současně tloušťku mazacího filmu a rozložení 
tlaku, ale také metody zkoumající pouze tloušťku resp. tlak. 
 
1.1 Numerické metody studia EHD mazání 
 
 Teoretické řešení problému EHD je známé již od 50. let minulého století. 
První významnou studii EHD mazání uvedl Grubin [1] roku 1949. Dal do souvislosti 
tlakově-viskózní chování maziva s elastickými deformacemi kontaktních těles. Studii 
Grubina o několik let později potvrdil Petrusevič [2]. Petrusevičova práce přišla s 
novými poznatky o rozložení mazací vrstvy a tlaku v kontaktní oblasti oproti 
tehdejším znalostem. Výzkum v oblasti EHD mazání se výrazně rozšířil se vznikem 
a rozvojem nových experimentálních metod, výpočetní techniky a numerických 
metod. To umožnilo rychlejší a přesnější řešení teoretické studie EHD problému [5]. 
 Pro popis EHD kontaktu se používá následující soustava rovnic [3] : 
 
1.  Reynoldsova rovnice 
2. Závislost hustoty maziva na tlaku v mazací vrstvě 
3. Rovnice stanovení tloušťky mazacího filmu 
4. Závislost viskozity maziva na tlaku  
5. Rovnice silové rovnováhy 
 
 Reynoldsova rovnice (1) se pro studium EHD mazání dá odvodit z Navier-
Stokesovy rovnic [38]. Je to diferenciální rovnice popisující viskózní tok maziva 
v klínové mezeře mezi kontaktními tělesy. Řešením této rovnice získáme jak 
tloušťku mazací vrstvy tak i rozložení tlaku. Pro řešení této rovnice musí platit určité 
předpoklady a podmínky. První předpoklad je, že oblast musí být zatopena mazivem. 
Tomuto předpokladu odpovídá okrajová podmínka nulového atmosférického tlaku na 
hranici řešené oblasti. Dále pak nesmi tlak v mazivu klesnout pod tlak kavitační, což 
je tlak při kterém se do maziva dostává vzduch. Kavitačním tlakem se předpokládá 
nulová hodnota tlaku. [5] 
 
( ) ( ) ( )
t
hhu
y
hu
xy
ph
yx
ph
∂
∂+∂
∂+∂
∂=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂
∂
∂+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂
∂
∂ ρρρη
ρ
η
ρ 121212
33
   (1) 
  
 Jelikož je hustota maziva závislá na tlaku byl stanoven Dowsonem a 
Higginsonem vztah [4] ve tvaru 
 ( )
p
pp +⋅
+⋅⋅= 8
8
0 109,5
34,1109,5ρρ        (2) 
  
 V kontaktech při režimu EHD mazání má elastická deformace těles 
významný vliv. Při deformaci se mění tvar klínové drážky mezi kontaktními 
1 
1.1 
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povrchy, kterou proudí mazivo a to má za následek také změnu tloušťky mazací 
vrstvy. Platí vztah [5]   
 
 ( ) ( ) ( ) ( )0, , , ,h x y h g x y d x y w x y= + + +     (3) 
kde: 
h(x,y)  m - je tloušťka mazacího filmu 
0h   m - přiblížení kontaktních povrchů těles 
( ),g x y  m - formulace nedeformované kontaktní geometrie 
( ),d x y  m - popis geometrie povrchové nerovnosti 
( ),w x y  m - elastické deformace kontaktních těles od tlaku v mazací  
   vrstvě 
 
 Pro určení závislostí viskozity maziva na tlaku se běžně používá Barusův vztah 
[6], který ovšem platí pouze při nízkých tlacích 
 
 ( ) ( )pp ⋅⋅= αηη exp0         (4) 
kde:  
η0  Pa·s - je viskozita při atmosférickém tlaku  
α - - tlakově viskózní koeficient maziva 
  
 Při větších hodnotách tlaku se používá přesnější Roelandsův vztah [7] 
 
 ( ) ( )( ) ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ++−+⋅=
z
p
pp
0
00 1167.9lnexp ηηη     (5) 
kde:  
z - - je tlakově viskózní index, který se běžně udává 0,6  
p0  Pa - konstanta  
η0  Pa·s - je viskozita při atmosférickém tlaku  
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obr. 1 Relativní viskozita η/η0 jako funkce tlaku [3] 
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 Jelikož je zatížení v EHD kontaktu přenášeno mazacím filmem musí být 
v rovnováze s výslednicí tlaku v mazivu. Tzn. zatěžující síla musí být rovna součinu 
tlaku a plochy kontaktní oblasti.  
 
 ( ),w p x y dx dy= ⋅ ⋅∫∫        (6) 
 
 
1.1.1 Numerické řešení pomocí víceúrovňového iteračního schématu 
 
 Při řešení soustavy rovnic (1),(2),(3),(4),(6) pomocí klasických numerických 
metod často nastává problém s časovou náročností, stabilitou řešení a obtížnou 
konvergencí výpočtu. S průlomovým řešením přísli Lubrecht, ten Napela a Bosma 
[8] v roce 1987. V jejich práci prezentovali novou metodu využívající tzv. 
víceúrovňové uspořádání (Multigrid solution) iteračního řešení. Později v kombinaci 
s víceúrovňovou vícenásobnou numerickou integrací (Multilevel Multi Integration - 
MLMI) dokázali řešit kontakty o kontaktním tlaku až 4 GPa. 
 
Víceúrovňová vícenásobná numerická integrace 
 Princip víceúrovňové (multigrid) metody je možné vysvětlit na příkladu 
výpočetní oblasti vymezené pravidelnou sítí diskrétních uzlových bodů. V těchto 
uzlových bodech hledáme neznámé parametry řešení. Takovou síť uzlových bodů, na 
které probíhá řešení, nazýváme cílovou sítí příklad takové sítě je znázorněn na obr. 3. 
Tento modelový numerický problém je řešen určitou numerickou metodou tak, že v 
průběhu řešení dochází ke snižování zbytkové chyby řešení. Takovou metodou je 
například Gauss-Seidelova iterační metoda, pracující na principu bodové relaxace. 
Konvergence takového iteračního procesu zpravidla probíhá tak, že k nejrychlejšímu 
přibližování se přesnému řešení problému dochází v prvních iteračních cyklech. Poté 
obvykle následuje zpomalení iteračního procesu, kdy jsou úbytky zbytkové chyby 
velmi malé a řešení se zpřesňuje velmi pomalu [5]. Více o iteračních metodách např. 
zde [9]. V takovém okamžiku však není nutné pokračovat v řešení na cílové síti. 
Další průběh iteračního řešení je možné přesunout na síť s menším počtem uzlových 
bodů. Tomuto kroku se obvykle říká restrikce. Přechodem na tzv. hrubou síť opět 
vzroste rychlost konvergence a současně se sníží počet potřebných matematických 
operací. Přechody na hrubší a jemnější síť se provádějí v různých cyklech (V, W) na 
obr. 2 jsou znázorněny dvě varianty cyklu. Po průchodu několika iteračních cyklů je 
možné řešení z hrubé sítě, tzv. hrubé řešení, interpolovat na cílovou síť a 
modifikovat tak cílové řešení. Několika dalšími iteracemi lze dále korigovat chybu 
vzniklou převodem hrubého řešení na cílovou síť a následně dosáhnout konečného 
řešení. [5]    
1.1.1 
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 Největším přínosem této metody je zvýšení rychlosti numerické integrace v 
důsledku snížení počtu matematických operací. Důvodem je skutečnost, že při 
vícevrstvé numerické integraci je vlastní vícenásobná sumace provedena na nejhrubší 
síti a následně převedena na cílovou síť. Pro většinu v praxi vyskytujících se 
problémů není analytické řešení možné s výjimkou velmi jednoduchých případů, a 
proto nastupují numerické metody. [5].  
    
1.1.2 CFD (počítačová dynamika tekutin) 
  
 Počátky CFD se datují okolo 60-let 20. století kdy se poprvé objevily 
možnosti provádění složitějších výpočtů pomocí tehdy nově vyvinutých výpočetních 
strojů.  
 CFD je nástroj pro řešení integrálních nebo parciálních diferenciálních 
rovnic. Je to počítačové řešení simulací proudění, turbulence, přenosu tepla a mnoha 
dalších aplikací. Základem každého CFD software je fyzikální podstata tří 
základních zákonů. Těmi jsou zákon zachování hmoty, druhý Newtonův zákon a 
zákon zachování energie. CFD výpočty poskytují detailní informace o chování 
tekutin ve zkoumaných aplikacích. Zejména pak prostorové rozložení všech veličin 
spojených s prouděním tekutin (tlaky, rychlosti, teploty…)  
Obr. 2 V- cyklus, Full multigrid-cyklus 
Obr. 3 Víceúrovňové uspořádání. Cílová síť h a dvě 
úrovně hrubších sítí H1=2h a H2=2H1 [10] 
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 Pro řešení systému rovnic se používají numerické metody. Nejčastěji 
používanými metodami při řešení parciálních diferenciálních rovnic jsou: 
 
• metoda konečných diferencí (MKD) 
• metoda konečných prvků (MKP) 
• metoda konečných objemů (MKO)  
 
 Hlavní výhodou CFD při zkoumání EHD kontaktů je komplexní řešení 
tloušťky mazacího filmu a tlaku včetně turbulentního proudění, kavitace… Metoda 
se dá použít i na tvarově složité kontaktní povrchy. 
 
1.2 Experimentální metody studia EHD mazání 
  
 Z důvodu velmi vysoké časové a početní náročnosti numerického řešení, 
došlo také k výraznému rozvoji experimentálních metod studia EHD mazání. Hlavní 
výhody experimentálního studia jsou většinou rychleji získané výsledky, možnost 
pozorovat kontakty s reálnými součástmi a v neposlední řadě ověření výsledků 
s numerickými výpočty a naopak. Je zde uvedeno pouze několik metod podrobnější 
výčet např. [20].      
 
1.2.1 Měření pomocí senzorů  
 
 Senzory se používají pro měření tloušťky mazacího filmu, tak i pro měření 
kontaktního tlaku. Poprvé byla metoda publikována Kannelem et al. [12]. Hlavní 
výhodou senzorů je, že měříme přímo tloušťku mazacího filmu nebo tlak v kontaktu 
a nemusíme nic složitě přepočítávat. Proto je měření senzory jeden z nejrychlejších 
způsobů. Při měření tloušťky maziva se využívá změny elektrické kapacity. 
Zkoumaná kontaktní oblast se chová jako deskový kondenzátor s olejem jako 
dielektrikem. Pří změně tloušťky maziva se mění také kapacita kondenzátoru, kterou 
umíme určit. Ze známé kapacity se pak snadno vypočte tloušťka mazací vrstvy. 
Měřící zařízení je na obr. 5.  
Obr. 4 Tloušťka filmu a tlak za použití CFD [11] 
1.2 
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 Pro měření tlaku se používá stejného zařízení jako u měření tloušťky. Jak je 
patrné z obrázku, kontakt se skládá ze dvou válců. Na jednom válci je vytvořen 
tlakový senzor pomocí tenké vrstvy manganinu (CuMn12Ni) obr. 6. Při zatížení 
mění vrstva manganinu el. odpor. Nejprve je naměřen odpor v nezatíženém stavu a 
poté v zatíženém stavu. Rozdíl těchto hodnot odporů je pomocí kalibrace podle 
Hertzovy úlohy hledaný kontaktní tlak. Podrobněji je metoda popsána v [12].   
 
 Nevýhodou metody je, že neumožňuje zkoumat prokluz kontaktních povrchů. 
Další nevýhodou je vnášení cizího tělesa do kontaktu a relativně malé rozlišení 
tlakového profilu.  
 
1.2.2 Kolorimetrická interferometrie 
 
 Interferometrie je metoda měření velmi tenkých mazacích filmů. Základem 
tohoto způsobu je využití interference světla. Nejjednodušším příkladem je dopad 
světla na rovinnou desku viz obr. 7. Část světla se při dopadu odrazí a část se láme 
do desky, kde se odrazí od jejího spodního okraje. Protože jsou paprsky odražené od 
spodní vrstvy zpožděny oproti paprskům odraženým od vrchní vrstvy, nastane mezi 
nimi fázový rozdíl. Při přechodu zpět do původního prostředí spolu interferují  
Obr. 5 Schéma zařízení pro měření pomocí senzorů [12] 
Obr. 6 Měřící senzor [12] 
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tzn. některé vlnové délky se zesilují a jiné zeslabují. Podrobnější popis interference 
viz [13]. Při použití monochromatického zdroje světla pozorujeme černé a bílé 
proužky, kdežto zdroje s více vlnovými délkami např. bílé světlo, vytvářejí duhově 
zbarvené proužky. Úkolem kolorimetrie je potom vyhodnocení barev a přiřazení 
tloušťky mazacího filmu určité barvě obvykle podle kalibrace s Hertzovou úlohou. 
Více o metodě viz [14]. 
  
 Tato metoda dnes patří mezi nejpoužívanější k určování tloušťky velmi 
tenkých mazacích filmů. Hlavní výhody jsou kontaktní oblast snímána a měřena 
najednou, naměřené hodnoty jsou zpracovávány počítačem do podoby 3D map viz 
obr. 7, umožňuje zkoumat různé provozních podmínky, kterými jsou struktura 
povrchu reálných součástí, zatížení, prokluz kontaktních povrchů, viskozita maziva, 
jeho teplota a přítomnost aditiv.  
  
 Mezi nevýhody metody patří nemožnost zkoumat reálné součásti. Nelze 
zkoumat vrstvy silnější než 700 až 800 nm. Tloušťka mazacího filmu získána 
nepřímo z kalibrace podle Hertzovy úlohy. Na obrázku je znázorněn průchod 
paprsku přes mazací film. Paprsek r2 je odražen později oproti r1 a vzniká fázový 
rozdíl mezi paprsky a ty spolu interferují => různě zbarvené proužky. Obr. 8 ukazuje 
interferogram statického kontaktu kdy se kulička a disk neodvalují (vlevo) a kontaktu 
při pohybu kuličky a disku (vpravo). Následně je na obr. 9 naznačeno, jak se určuje 
tloušťka mazacího filmu. Podle intensity barvy se přiřadí určitá tloušťka filmu.    
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
Obr. 7 Princip interference [15] 
  
strana 
24 
PŘEHLED SOUČASNÉHO STAVU POZNÁNÍ 
 
1.2.3 Ramanova spektroskopie  
  
 Možností jak zjistit tlak je měření kdy se mění vlastnosti mazacího filmu. 
Ramanova spektrometrie využívá tzv. Ramanova jevu [18]. 
  Zkoumá se kontaktní tlak mezi skleněnou nebo safírovou deskou a ocelovou 
kuličkou. Zkoumána oblast je osvětlena monochromatickým světlem a to se z části 
pohltí a odrazí od součástí v kontaktu. Odražené světlo se skládá ze dvou vlnových 
délek a to vlnové délky dopadajícího světla (převážná část) a vlnové délky závisející 
na chemickém složení, meziatomové vzdálenosti atd. Při zjišťování kontaktního 
Obr. 9 Tloušťka vrstvy získaná pomocí kolorimetrické  
interferometrie [17] 
Obr. 8 Interferogram s vyznačeným minimem tloušťky 
mazacího filmu [16] 
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tlaku využíváme právě toho, že se při zatížení změní meziatomová vzdálenost a 
změříme vlnové délky světla před a po zatížení. Vlnové délky před zatížením 
porovnáme s Hertzovou úlohou a poté už můžeme odraženému spektru po zatížení 
přiřadit odpovídající tlak. 
 
 Ramanova spektrometrie je velice často využívána pro výzkum kontaktního 
tlaku u povrchů s mikrovtisky (denty). Rovněž se u této metody dá sledovat prokluz 
povrchů, rychlost valení a jiné provozní podmínky. 
      Protože je množství odraženého světelného spektra přímo závislé na tloušťce 
mazacího filmu není tato metoda příliš vhodná pro velmi tenké  filmy, které se ale u 
elastohydrodynamického mazání vyskytují velice často. Další nevýhodou je, že 
mazivo musí velice dobře rozptylovat a odrážet světlo. Tento způsob měření je velice 
časové náročný.   
 
1.3 Kombinace numerických a experimentálních metod studia EHD 
mazání 
  
 V posledních desetiletích se ukazuje, že může být výhodné, počítat tlak 
numericky z předem zjištěné tloušťky mazacího filmu. Tloušťka mazacího filmu 
může být získána numerickými metodami nebo z experimentálního měření. Přednosti 
tohoto přístupu je možnost sledování vlivu přísad v mazivu, zkoumání změny tlaku 
na různých strukturách atd. Ovšem jako každý způsob má také tento přístup svojí 
značnou nevýhodu a tou je vysoká časová náročnost. Existuje několik různých 
způsobů jak výpočet urychlit, dva jsou zde uvedeny.  
 
1.3.1 FFT metoda   
  
 Metoda FFT (zrychlená Fourierova transformace) se využívá ke značnému 
urychlení výpočtu tlaku. Princip FFT je popsán v [21] 
 Princip získání a naměření tloušťky mazacího filmu se však nemění. Velice 
často se pro vstupní údaje tloušťky mazacího filmu využívá kolorimetrická 
interferometrie popsaná výše. Základní princip výpočtu tlaku využívající 
Fourierových transformací byl vyvinut Johnsonem [22].  
Obr. 10 Měřící zařízení: 1.Ramanův mikroskop  
2. peristaltické čerpadlo 3. optický kabel 4. kontakt [19] 
1.3 
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 Zde bylo zjištěno, že pokud je normální tlak P(x,y) vzniklý na tělesech ve 
tvaru sinusové vlny [23] 
( , ) ( , ) cos(2 ) cos(2 )x yP x y P n m n m
L L
π π= ⋅ ⋅     (7) 
potom je i deformace tělesa vzniklá mimo kontaktní oblast funkcí sinusové vlny 
( , ) ( , ) cos(2 ) cos(2 )x yU x y U n m n m
L L
π π= ⋅ ⋅     (8) 
kde (n/L) a (m/L) jsou frekvence závislé na souřadnicích x a y. Vztah mezi 
amplitudami ),( mnU  a ),( mnP  můžeme vyjádřit jako [23] 
  
* 2 2 0.5( )( , ) ( , )
2
E n mP n m U n m ⋅ += ⋅      (9) 
kde E* je redukovaný modul pružnosti ve tvaru 
2 2
1 2
*
1 2
(1 ) (1 )1
E E E
υ υ− −= +       (10) 
kde: 
E1, E2  Pa - jsou moduly pružnosti jednotlivých těles 
ν1, ν2  - - poissonovy poměry 
 
každé tlakové pole P(x,y) muže být zapsáno Fourierovou řadou jako [23] 
( , ) ( , ) cos(2 ) cos(2 )
n m
x yP x y P n m n m
L L
π π= ⋅ ⋅∑∑    (11) 
 
stejně tak deformace tělesa vzniklá mimo kontaktní oblast 
 ( , ) ( , ) cos(2 ) cos(2 )
n m
x yU x y U n m n m
L L
π π= ⋅ ⋅∑∑    (12) 
 V posledních dvou vztazích jsou ),( mnU  a ),( mnP tzv. Fourierovy 
koeficienty související s U(x,y) a P(x,y), m a n jsou Fourierovy frekvence a L 
vyjadřuje délku transformace [23]. 
 Rovnice (9-11) ukazují, že tlak je kompletně určen, jestliže známe deformace. 
Rovnice (3) uvedená výše nám ukazuje, že známe-li tloušťku mazací vrstvy, můžeme 
vypočítat deformaci tělesa. Zde je uveden vztah pro kuličku na disku kdy poloměry 
křivosti kuličky R* jsou stejné jak pro směr x tak y [23] 
2 2
0* *( , ) ( , ) ( )
x yU x y h x y h
R R
= − + +        (13)   
kde: 
U(x,y)  m - je suma deformací povrchu 
h(x,y)  m - tloušťka mazacího filmu 
2 2
* *( )
x y
R R
+  m - geometrie kuličky 
h0  m - přiblížení těles 
 
 Z dat naměřených kolorimetrickou interferometrii, je tloušťka mazacího filmu 
h(x,y) velice dobře změřena v kontaktní oblasti a v blízkém okolí této oblasti. Ovšem 
nastává zde problém při výpočtu Fourierovy transformace na vzdálenějších místech 
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od středu kontaktu, kde již nejsou známy data tloušťky mazacího filmu a nelze 
přesně vypočítat deformaci tělesa. Deformace těles v těchto místech jsou 
aproximována. Podrobnější popis této aproximace a dalších problému spojených s 
touto metodou lze nalézt zde [23] 
 Hlavní princip metody spočívá v tom, že místo toho aby se přepočítával tlak 
ze všech bodu matice tloušťky filmu, tak se zprůměrují menší oblasti tloušťek filmů 
a z těchto oblastí se následně vypočítá tlak. Výhodou je značné zrychlení výpočtu, 
bez zřetelné ztráty kvality rozložení. Opět se dá studovat vliv aditiv v mazivu na 
utváření mazacího filmu. Dále se pak sledují provozní podmínky, které vedou k 
protržení filmu, zadírání a pittingu.[24] 
 
1.3.2 Konvoluční algoritmus  
  
 Metoda je postavena na inversní teorii pružnosti. Data s tloušťkou mazacího 
filmu jsou získána pomocí kolorimetrické interferometrie. Hodnoty tloušťky 
mazacího filmu jsou uloženy v dvourozměrné matici. Rovnice, které zde vystupují, 
jsou stejné jako v případě numerického řešení (1),(2),(3),(4),(5). 
 Suma elastických deformací v bodě o souřadnicích x a y se dá vypočítat z 
kontaktního tlaku p(x1,y1). Pro řešení elastické deformace v kontaktu je nutné 
zvažovat všechny hodnoty tlaku působící na stykové oblasti. Po uložení dat do dvou-
dimenzionální matice se musí problém diskretizovat. Elastická deformace U je dána 
násobením členu matice K a tlaku P v bodech tvořící kontaktní oblast U=K·P. Členy 
v matici K popisují vliv tlaku P v bodě o souřadnicích např. x1,y1 na elastickou 
deformaci U v bodě s koordinacemi x, y. Důležitá vlastnost matice poddajnosti K je, 
že hodnoty záleží pouze na vzdálenosti mezi body ležících vedle sebe a na 
materiálových vlastnostech. Pokud je hodnota deformace a tlaku uložena ve vektoru, 
potom je K dvojdimenzionální matice poddajnosti. Je-li řešená oblast rozdělena do 
sítě o počtu n x n bodů, matice K má n2 x n2 členů a řeší se inverzní problém: 
P=K-1·U (řešení kontaktního tlaku z deformace)[24]. 
 Deformace U umíme získat z rovnice (13) a to za využití předem získané 
tloušťky mazacího filmu některou metodou pro měření tloušťky např. kolorimetrické 
interferometrie viz kapitola 1.2.2. Schéma je znázorněno na obrázku. 
 
Obr. 11 Styk dvou těles a jejich deformace.  
1.3.2 
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 Největší problém nastává, když potřebujeme vypočítat inversní matici 
poddajnosti. Pro výpočet inversní matice je potřeba n3  početních operací => vysoká 
časová náročnost. Avšak bylo zjištěno, že matice K-1 se skládá z řádku, které mají 
stejný charakter a jsou pouze navzájem posunuté. Tato výhoda umožňuje nahradit 
matici K-1 plovoucím konvolučním oknem C které je o n2  menší než matice K-1 a 
skládá se z prvku vybraných z řádků inversní matice K-1. Každý bod matice U, 
překrytý konvolučním oknem C, se vynásobí příslušnou hodnotou konvolučního 
okna a provede se součet všech takto vzniklých hodnot. Tímto se nám výpočet 
výrazně urychlí (matici K-1 invertujeme pouze jednou) a navíc lze konvoluční okno 
(matici) přepočítat pro jiný materiál podle rovnice (14)[25] a pro jiné rozlišení 
(15)[25]. Konvoluční okno funguje na podobném principu jako většina filtrů 
využívaných v počítačové grafice. Způsob násobení konvolučního okna a matice 
deformací je znázorněn na obr. 12. Podrobnější informace o konvoluci a 
konvolučním algoritmu zde [26],[27]. Z obr. 12 je také patrné, že v krajních 
oblastech nám chybí data a proto musí být tyto údaje aproximovány podobně jako u 
Fourierovy transformace.  
R N
N O
R O
EC C
E
= ⋅      (14) 
o
N O
n
dC C
d
= ⋅      (15) 
kde: 
CN  Pa·m-1 - je nová konvoluční matice  
ERN  Pa - nový modul pružnosti materiálu  
ERO  Pa - původní modul pružnosti 
CO   Pa·m-1 - původní konvoluční matice 
dn  m - nová vzdálenost mezi body kontaktní oblasti 
do  m - původní vzdálenost mezi body kontaktní oblasti 
  
 
 
Obr. 12 Schéma metody 
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 Hlavní výhodou této metody je, že při výpočtu kontaktního tlaku už 
nemusíme násobit deformace rozměrnou a hlavně početně náročnou inversní matici 
tuhosti K-1 , ale násobíme již konvolučním oknem, které je o dva řády menší než 
matice tuhosti. Tím se nám časová náročnost výpočtu výrazně zmenší, aniž bychom 
ztratili přesnost nebo rozlišitelnost výsledku. Dále je umožněno velice rychle 
přepočítat výsledky pro jiný materiál nebo jinou vzdálenost bodů (jiné rozlišení).      
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2 FORMULACE ŘEŠENÉHO PROBLÉMU A JEHO ANALÝZA 
 
Ve zkoumání EHD mazání bylo v posledních desetiletích dosaženo velikého 
vývoje. Je to zapříčiněno neustále se zvyšujícími nároky na únosnost, spolehlivost 
strojních částí ale také úsporu zdrojů a energií. Dochází k neustálému snižování 
tloušťky mazacího filmu (dnes již na jednotky nm) a tomu úměrné zvyšování 
kontaktního tlaku mezi povrchy. Ve zkoumání tloušťky mazacího filmu již existují 
metody, které dokážou měřit dostatečně přesně s požadovaným rozlišením výsledku. 
Ovšem jak bylo řečeno, tloušťka mazacího filmu není jedinou důležitou veličinou 
zkoumání. 
Dalším velice podstatným parametrem je kontaktní tlak. Při znalosti tohoto 
tlaku, dokážeme mnohem lépe predikovat únavové chování, únosnost, životnost a 
další vlastnosti strojních částí. 
Je snahou zkoumat kontakty s nehladkými povrchy. Za nehladké povrchy se 
považují povrchy s reálnou drsností vyskytující se u všech strojních části, ale také 
povrchy, na kterých je cíleně modifikovaná topografie a jsou na nich vytvořeny 
různé textury mikrovtisku. Tyto povrchy mohou pozitivně působit na kontaktní 
únavu, životnost atd. Mohou však také působit jako koncentrátory napětí a negativně 
ovlivňovat zkoumané vlastnosti.  
Studium ukazuje, že dodnes neexistuje univerzální metoda určení kontaktního 
tlaku na nehladkých površích v kontaktu EHD mazání. Existující metody jsou velice 
časově náročné, většinou se dají použít jenom při laboratorních podmínkách, 
nedokážou zahrnout vliv nečistot v mazivu, vliv okolí, strukturu povrchu a další 
podstatné jevy vyskytující se u reálných součástí. Výsledky jsou často nedostatečně 
přesně s malým rozlišením. Z uvedeného vyplívá, potřeba vytvoření metody, která 
bude schopna měřit tlak na nehladkých površích, bude dostatečně rychlá s vysokým 
rozlišením výsledku. 
Bylo dokázáno, že tlak v kontaktu závisí na deformaci kontaktních povrchů. 
Jak bylo uvedeno dříve, deformace se dají získat z tloušťky mazacího filmu. 
Dnešními metodami dokážeme měřit tloušťku mazacího filmu velice přesně 
s vysokým rozlišením a navíc můžeme zkoumat různé přísady v mazivu, nečistoty 
v kontaktu, prokluz povrchů a další jevy.  
Proto je potřeba vytvořit software, který bude využívat předem získaných dat 
tloušťky mazacího filmu a vypočítá kontaktního tlak v požadované přesnosti a 
rozlišitelnosti. Návrhem takového softwaru se zabývá diplomová práce.   
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3 VYMEZENÍ CÍLŮ PRÁCE       
          
 Hlavním cílem diplomové práce je vytvoření softwarové aplikace pro výpočet 
kontaktního tlaku mezi nehladkými povrchy součástí v režimu EHD mazání při 
využití předem získané tloušťky mazacího filmu. Dílčím cílem práce je analýza 
kontaktního tlaku na hladkých i nehladkých površích. Algoritmus výpočtu tlaku bude 
využívat inversní teorie pružnosti. Software musí být navržen tak, aby se získalo 
universálního, stabilního a v neposlední řadě dostatečně rychlého nástroje pro 
výpočet kontaktního tlaku. 
 
 
     
 
 
 
 3 
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4 NÁVRH METODICKÉHO PŘÍSTUPU K ŘEŠENÍ 
 
Výpočet kontaktního tlaku v režimu EHD mazání je hardwarově a časově 
velice náročný. Proto byl pro realizaci programu zvolen programovací jazyk C.  
 Jazyk C byl vytvořen mezi lety 1969 a 1973 Kenem Thompsonem a 
Dennisem Ritchiem. Vznikl jako systémový jazyk pro systémové programátory. Je  
to všeobecně použitelný programovací jazyk známý především svou efektivitou, 
ekonomií a přenositelností. Tyto vlastnosti jej předurčují pro prakticky všechny 
oblasti programování. Obzvláště užitečným je C v systémovém programování, 
protože umožňuje psaní rychlých, kompaktních programů, které jsou snadno 
adaptovatelné pro jiné systémy. 
 Pro vytvoření programu bylo použito programové prostředí Code::Blocks, 
které je známé svou jednoduchostí a funkčností a hlavně open source licencí. 
Původně byl program psaný pod operačním systémem Windows 7 64bit, ale jak se 
později ukázalo, nebyla to nejlepší volba z důvodu požadavku rychlosti, náročností 
výpočtu a stabilitě systému. Po mnoha nezdarech s alokováním většího množství 
paměti byl zvolen operační systém Ubuntu 9.10 64bitová verze, protože pro větší 
rozlišení výsledků je třeba také více operační paměti než nabízejí 32 bitové systémy.  
 
Software je naprogramován jako konzolová aplikace, to ovšem vůbec nebrání 
budoucímu rozšíření do grafického prostředí a dalšímu rozvoji algoritmu.  
 
Všechna práce na programu byla prováděna na Notebooku Asus N61VG: 
Procesor 
• Intel Core 2 Duo T6600 s frekvencí 2,2 GHz 
2 MB L2 cache 800 MHz FSB 
Paměť 
• 4 GB DDR2 800 MHz 
Obr. 13 Ukázka programovacího prostředí Code::Blocks
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4.1 Návrh algoritmu pro výpočet kontaktního tlaku 
 
 Jak bylo zmíněno, je snahou, aby výpočet probíhal na základě předem 
získaných údajů o tloušťce mazacího filmu. Tento přístup má výhodu v tom, že údaje 
o tloušťce mazacího filmu mohou být získány z experimentálního měření a zahrnují 
tak vlivy jako jsou nečistoty v kontaktu, přísady v mazivu, kavitace atd. na rozdíl od 
dat získaných z numerického řešení. Způsob výpočtu se nijak neliší u dat získaných 
z experimentu nebo dat získaných z numerického řešení. Rozdíl nastává při přípravě 
dat. Jelikož údaje obdržené z experimentu často obsahují šum, různé špičky atd. je 
potřeba přípravě dat věnovat mnohem větší pozornost oproti údajům z numerického 
řešení. Musí se provést filtrace dat, extrapolace dat atd., protože každá skoková 
změna hodnoty tloušťky má značný vliv na výsledném kontaktním tlaku. Další 
nevýhodou experimentálního získávání dat tloušťky mazacího filmu je, že 
interferenční metody neumějí měřit tlustější mazací filmy a tam kde hodnoty 
přesáhnou maximální možnou hodnotu je potřeba chybějící data aproximovat. 
   Všechny výpočty byly prováděny na kontaktu kuličky s plochým diskem. 
Tento tvar kontaktních povrchů splňuje podmínky vzniku EHD mazání a dá se 
matematicky poměrně snadno popsat. Kontakt kuličky a plochého disku se také 
nachází v experimentálním zařízení pro měření tloušťky mazacího filmu obr. 13. Byl 
zkoumán povrch hladké (leštěné) kuličky, ale také povrch nehladké kuličky, na které 
byl záměrně vytvořen mikrovtisk pomocí indentoru.  
 
 Výpočet tlaku využívá inversní teorie pružnosti. Suma elastických deformací 
v bodě o souřadnicích x a y se dá vypočítat z kontaktního tlaku p(x1,y1) podle rovnice 
(16). Pro řešení elastické deformace v kontaktu je nutné zvažovat všechny hodnoty 
tlaku působící na stykové oblasti. Po uložení dat do dvou-dimenzionální matice se 
musí problém diskretizovat. Elastická deformace Ur je dána násobením členu matice 
Krs a tlaku Ps v bodech tvořící kontaktní oblast podle rovnice (15). Členy v matici 
Kr,s popisují vliv tlaku Ps v bodě o souřadnicích např. x1,y1 na elastickou deformaci 
Ur v bodě s koordinacemi x, y. Důležitá vlastnost matice Kr,s je, že hodnoty záleží 
Obr. 14 Kontakt kuličky a disku v experimentálním zařízení [24] 
4.1 
  
strana 
34 
NÁVRH METODICKÉHO PŘÍSTUPU K ŘEŠENÍ 
pouze na vzdálenosti c mezi uzlovými body sítě viz obr. 57 v kontaktní oblasti a na 
materiálových vlastnostech. Vzdálenost uzlových bodu se vypočítá podle vztahu (21) 
uvedeného níže v tomhle vztahu je délka kontaktní oblasti dána hodnotou 4a. Pokud 
je hodnota deformace a tlaku uložena ve vektoru, Kr,s je dvojdimenzionální matice. 
V případě našeho výpočtu řešíme inversní problém, kdy známe deformaci a 
potřebujeme určit kontaktní tlak.  
   
1 1 1 1
2 2
1 1
2 ( , )( , )
( ) ( )
a a
r a a
p x y dx dyu x y
E x x y yπ − −
= − + −∫ ∫     (16) 
 
 
Diskretizace 
 
 
         (17) 
 
 
 
 
         (18) 
 
 Sumu elastických deformací získáváme stejně jako v případě zrychleného 
výpočtu pomoci FFT nebo pomocí konvolučního okna uvedených v 1.3.1 a 1.3.2 
z rovnice (13). Jestliže máme deformaci uloženou ve vektoru, můžeme celou 
soustavu řešit jako soustavu lineárních rovnic ve tvaru Ax=b. Kde A odpovídá naší 
matici Kr,s , b je vektor pravých stran odpovídající našemu vektoru deformací Ur , x 
je vektor neznámých který bude odpovídat hledanému kontaktnímu tlaku Ps 
uloženému ve vektoru. Výsledný kontaktní tlak Ps bychom mohli také vypočítat 
převedením rovnice (18) na tvar: 
 
  1, .s r s rP K U
−=       (19) 
  
 Ovšem tímto bychom úlohu ještě více zkomplikovali, protože získání inversní 
matice obecně vyžaduje mnohem více početních operací než řešení soustavy 
lineárních rovnic.  
 
, , , , ,
1 1
.
n n
i j i j k l k l
k l
U D P
= =
=∑∑
, .r r s sU K P=
Obr. 57 Vzdálenost bodu sítě
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4.1.1 Načítání vstupních dat 
  
 V algoritmu výpočtu kontaktního tlaku z předem získané tloušťky mazacího 
filmu, bylo potřeba vypočítané nebo naměřené data tloušťky načíst do programu 
(přesněji načíst do paměti počítače) abychom s daty mohli dále pracovat. Když 
chceme data načíst je potřeba si k tomu rezervovat určité místo v paměti a pomocí 
nějak pojmenované proměnné k tomu místu přistupovat. Podle toho, jaká data se do 
proměnné ukládají, určujeme datový typ proměnné. Data tloušťky mazacího filmu 
jsou reálná čísla, proto se použil datový typ float nebo double. Vstupní data tloušťky 
mazacího filmu jsou uloženy v textovém souboru a počet řádků a sloupců hodnot 
reprezentuje rozměr matice. Z důvodu jednoduchosti zdrojového kódu není řešeno, 
načítaní souboru obsahujících např. písmena, středníky atd. Paměť pro data byla 
alokována dynamicky. Protože s daty potřebujeme pracovat jako s maticí, bylo 
využito vlastností vícerozměrného pole.  
 Vstupní data mohou obsahovat mnohem více hodnot než s kterých se může 
kontaktní tlak v reálném čase vůbec vypočítat a proto byl naprogramován výběr 
každého N-tého prvku podle toho jaké rozlišeni výsledku kontaktního tlaku se 
vyžaduje. K tomu se využilo operátoru celočíselného dělení a funkce, kterou se četla 
každá N-tá hodnota ze souboru kromě tzv. bílých znaků a ukládala se do proměnné. 
Pro názornost je na obr. 15 vykreslena matice tloušťky mazacího filmu načtená s 
rozlišeni 129x129 bodů a na obr. 16 je vykreslena tloušťka s rozlišení 3 krát menším 
tedy 43x43 bodů. 
 
 
  
Obr. 15 Tloušťka filmu hladký kontakt s rozlišením 129x129 bodů 
4.1.1 
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 Způsob načítání dat tloušťky mazacího filmu pro hladký kontakt se od 
načítání dat pro nehladký kontakt vůbec neliší a využívá se stejného kódu viz příloha 
2. Na obr. 17 je vykreslena tloušťka mazacího filmu u nehladkého kontaktu 
s mikrovtiskem s rozlišením 128x128 bodů. 
 
4.1.2 Model geometrie kuličky 
 
 Pro získání deformací je potřeba znát geometrii stýkajících se povrchů. 
Jelikož se zkoumá kontakt kuličky a plochého disku je geometrie disku ve směru osy 
z nulová. V řešení úloh se uvažovalo s geometrií hladké kuličky a kuličky 
s mikrovtiskem.    
 
 
 
 
Obr. 16 Tloušťka filmu hladký kontakt s rozlišením 43x43 bodů
Obr. 17 Tloušťka filmu nehladký kontakt s rozlišením 128x128 bodů
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Hladká kulička 
 
 Geometrie kuličky je vytvořená podle rovnice koule (20). V programu bylo 
nutno vyřešit umístění kuličky. Jedním z cílu práce byla universálnost programu, 
která mimo jiné spočívá v nezávislém umístění kuličky vzhledem k mazacímu filmu. 
Protože při výpočtu deformací se od sebe odečítá tloušťka mazacího filmu a 
geometrie kuličky je potřeba, aby kulička byla správně umístěna vůči mazacímu 
filmu a bylo možné s kuličkou manipulovat podle potřeby. V programu je to řešeno 
zadáním parametrů středu kontaktu v ose x a y, aby bylo možné v případě různého 
rozložení kontaktní oblasti kuličku jednoduše posunout. Na obr. 18 je ukázán 
půdorys kontaktní oblasti ve tvaru čtverce o straně 4a kde a[m] je konstanta, S střed 
kontaktu. Zde uvedený příklad posunuje kuličku o předem zadané parametry 
„posunx“ a „posuny“.  
 
2 2 2z r x y= − −        (20) 
 
kde: 
r m - je poloměr kuličky 
x,y m - souřadnice středu kuličky  
       
4
1
ac
N
⋅= −        (21) 
kde: 
c m - vzdálenost uzlových bodů 
4a m  - délka kontaktní oblasti 
N - - počet bodů  
 
 
 
Obr. 18 Schéma řešené oblasti s naznačeným středem kontaktu
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Kulička s mikrovtiskem 
 
 Pro geometrii kuličky s mikrovtiskem platí vše jako u kuličky hladké. 
Kulička má však navíc ještě na svém povrchu vytvořený mikrovtisk, který je potřeba 
odečíst od hladké geometrie kuličky. Z důvodu úspory času nebyla řešena tvorba 
geometrie mikrovtisku na kuličce. Bylo využito dat z numerické víceúrovňové 
(multilevel) metody a úpravě dat v programu Mathcad. Tyto data byly do programu 
načteny podobným způsobem jako data tloušťky mazacího filmu. 
 
 
Obr. 19 Geometrie kuličky s mikrovtiskem 128x128 bodů 
Obr. 20 Řez geometri kuličky s mikrovtiskem
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4.1.3 Výpočet výsledné deformace kontaktu 
 
 Jakmile je k dispozici tloušťka mazacího filmu a geometrie těles může se 
přejít k výpočtu celkové deformace v kontaktu. Výpočet výsledných deformací se 
řídí podle rovnice (22)    
 
0sumu h g h= − +       (22) 
 
kde: 
usum  m - je výsledný součet deformací  
h  m  - tloušťka mazacího filmu  
g  m - geometrie kuličky  
h0  m - přiblížení těles  
 
 Aby se mohla řešit soustava lineárních rovnic, kde je vstupem vektor pravých 
stran v podobě výsledné elastické deformace, bylo za potřebí, naprogramovat převod 
matic na vektory a ve výsledku opět převod zpátky z vektoru na matici. Příklad 
převodu je uveden v příloze 2.  
 
4.1.4 Sestavení matice poddajnosti  
 
 Vytvoření matice K je část algoritmu, která nejvíce zatěžuje paměť počítače. 
Matice K obsahuje N2·N2 prvků oproti výsledné deformaci U a kontaktního tlaku P, 
které obsahují N·N prvků. Z těchto důvodu bylo zapotřebí, aby tvorba matice byla co 
nejrychlejší a obsahovala co nejméně cyklů. Princip tvorby matice K je naznačen na 
řešené oblasti čtyř uzlových bodů. Pro deformaci U získanou diskretizací rovnice 
(16) platí  
 
11 1111 11 1112 12 1121 21 1122 22
12 1211 11 1212 12 1221 21 1222 22
21 2111 11 2112 12 2121 21 2122 22
22 2211 11 2212 12 2221 21 2222 22
U K P K P K P K P
U K P K P K P K P
U K P K P K P K P
U K P K P K P K P
= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
 
 
1111 1112 1121 1122
1211 1212 1221 1222
2111 2112 2121 2122
2211 2212 2221 2222
K K K K
K K K K
K
K K K K
K K K K
⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 
 
 Bylo zjištěno, že matice K je symetrická podle hlavní diagonály. Obsahuje 
prvky, které jsou stejné, pouze se nacházející na jiných pozicích v matici. V našem 
případě platí: 
 
4.1.3 
4.1.4 
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1111 1212 2121 2222
1112 1211 1121 2111 1222 2212 2122 2221
1122 1221 2112 2211
K K K K
K K K K K K K K
K K K K
= = =
= = = = = = =
= = =
 
 
 Proto, aby šla matice K sestrojit, je potřeba pouze matice, která má počet 
prvku N. Označíme ji např. B:  
 
00 01
10 11
B B
B
B B
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
 
  
Kde pro prvky matice B platí: 
 
00 1111 1212 2121 2222
01 10 1112 1211 1121 2111 1222 2212 2122 2221
11 1122 1221 2112 2211
B K K K K
B B K K K K K K K K
B K K K K
= = = =
= = = = = = = = =
= = = =
 
 
Obecně pro prvky matice B platí: 
 
, , , ,i j k l i k j lK B − −=       (23) 
  
Poté se už jenom dosadí prvky matice B na správné místo v matici K: 
 
00 01 01 11
01 00 11 01
01 11 00 01
11 01 01 00
B B B B
B B B B
K
B B B B
B B B B
⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 
 
 Program je řešen tak, že nejprve se podle rovnice (20.68) uvedené v [28 
str.468 ] a upravené pro potřeby výpočtu tlaku v kontaktu kuličky a ploché desky do 
tvaru uvedeném příloze 2 napočítá matice B a poté je cyklem naplňována matice K. 
Cyklus se dlouhou dobu nedařilo vyladit, protože docházelo ke špatnému 
zaokrouhlení a přiřazení hodnot reálných čísel (v paměti uložených jako datový typ 
double) k hodnotám přirozených čísel (v paměti reprezentovaných datovým typem 
integer) a také proto, že vypočítaná data obsahuji obrovské množství hodnot a 
porovnávání zda jsou na správném místě je velice problematické.  
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4.1.5 Numerické metody pro výpočet lineární soustavy rovnic    
 
 Řešení soustav lineárních rovnic patří mezi nejdůležitější části numerické 
matematiky. Protože v navrhnutém algoritmu výpočtu vystupuje soustava lineárních 
rovnic podle rovnice (18). Bylo potřeba navrhnout metodiku výpočtu těchto rovnic 
popř. inversní matice K-1 podle rovnice (19). Proto je zde uveden krátký přehled 
metod a je zkoumána rychlost, přesnost a universálnost vybraných numerických 
metod. Více o problematice řešení soustav rovnic např. zde [29][30][31]. 
 Metody řešení lineárních soustav rovnic můžeme rozdělit do tří hlavních 
skupin: 
• přímé  
• iterační 
• gradientní    
 
Přímé metody 
 
 Přímé metody řešení spočívají v úpravě matice na trojúhelníkový (případně 
diagonální) tvar (přímý běh) a potom řešením soustavy s horní trojúhelníkovou 
maticí U nebo dolní trojúhelníkovou maticí L (zpětný chod). Zpětný chod je 
podstatně rychlejší než přímý [31]. Do skupiny metod přímých řadíme:  
 
• Cramerovo pravidlo 
• Gaussova eliminační metoda (GEM)  
• Gauss-Jordanova eliminace: 
• LU – rozklad 
• Choleského rozklad 
 
Iterační metody 
 
 Předností iteračních metod je, že nekladou takové nároky na paměť počítače 
jako metody přímé a že jejich použití je univerzální. Můžeme pomocí nich nejen 
získat řešení soustavy lineárních rovnic, ale také je můžeme využít ke zpřesnění 
řešení, které jsme získali již dříve [30]. Do metod iteračních patří: 
 
• Prostá iterace 
• Jacobiova iterační metoda 
• Gaussova-Seidelova metoda 
• Superrelaxační metoda 
 
Gradientní metody 
 
 Lineární rovnice Ax=b řešíme např. pomocí minimalizace určité funkce. Pro 
řídké matice se složitost násobení vektoru maticí snižuje z počtu operací ? N2 na 
počet operací ? N [31]. Mezi gradientní metody patří: 
  
• Metoda největšího spádu 
• Metoda konjugovaných gradientů 
4.1.5 
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Shrnutí metod 
 
 Přímé metody vedou přímo k řešení soustavy. Kdyby se šlo vyhnout vlivu 
zaokrouhlovacích chyb, obdrží se pomocí těchto metod  přesné řešení soustavy. 
Základem těchto metod s výjimkou Cramerova pravidla jsou úpravy matic na 
trojúhelníkový popř. diagonální tvar. Ty se dostanou násobením řádku vhodnými 
multiplikátory a přičítáním k ostatním řádkům matice soustavy. U některého typu 
matic může být vliv chyb zaokrouhlování dosti značný, a proto byly tyto metody 
upraveny o výběr hlavního prvku v matici. V případě Cramerového pravidla 
jednotlivé neznámé nalezneme podílem jednotlivých subdeterminantů 
s determinantem matice soustavy. Z důvodu pracného výpočtu determinantů se 
Cramerovo pravidlo používá pro malé soustavy rovnic.  
 V Gaussově eliminaci a LU - rozkladu se provádí u přímého běhu, který je 
obecně náročnější než zpětný chod ~1/3·N3 početních operací. U zpětného chodu 
v Gaussově eliminaci je to  ~1/2·N·(N-1). U LU-rozkladu jsou potřeba dva zpětné 
chody, ale přímý běh je o něco kratší, protože se neupravuje pravá strana. Celkových 
početních operací je však u Gaussovy eliminace i LU- rozkladu stejně [31].  
 Protože se u Gauss-Jordanovi eliminační metody počítá přímo inversní 
matice, je počet operací pro získaní řešení vyšší než u Gaussovi nebo LU-rozkladu a 
odpovídá ~N3 operací. Ovšem pro výpočet inversní matice jsou všechny tři metody 
naprosto stejně pracné. 
 Pomocí iteračních metod nacházíme pouze řešení soustavy přibližné. Na 
začátku výpočtu se určí počáteční aproximaci řešení a ta se potom opakovaně 
doplňuje do iteračních vztahů a postupně zpřesňuje. Ještě se u těchto metod musí 
určit, kdy bude řešení dostatečně vyhovovat a přestane se výpočtem. To se obvykle 
dělá tak, že se udělá rozdíl dvou po sobě jdoucích aproximací (výsledků) a porovnájí 
se s předem určeným koeficientem přesnosti. Nevýhodou iteračních metod je, že po 
určité době řešení, muže nastat situace kdy metoda začne divergovat a nebude 
schopná najít výsledné řešení. Zda budou metody konvergovat či nikoli závisí na 
vlastnostech matice soustavy A. Existují však kriteria (vlastnosti matice soustavy), 
která nám mohou předem určit, zda půjde soustavu řešit právě vybranou metodou. U 
Jacobiho metody je to řádková nebo sloupcová diagonální dominance. Tzn., je-li 
absolutní hodnota prvku řádku nebo sloupce na diagonále vetší než součet 
absolutních hodnot všech prvků na řádku nebo sloupci. U Gauss-Seidelovy metody 
je to řádková diagonální dominace nebo pozitivní definitnost matice viz [32].  
 Obecně můžeme říct, že Gauss-Seidelova metoda obvykle konverguje 
rychleji než metoda Jacobiho. Proto se také používá mnohem častěji. Další její 
nespornou výhodou oproti Jacobiho metodě je, že pro uložení přibližného řešení v 
paměti počítače nám stačí jediné pole, jehož složky postupně přepisujeme, zatímco u 
Jacobiho metody si musíme pamatovat pole dvě, starou a novou aproximaci řešení 
[29].      
 
4.1.6 Výběr a aplikace metody do algoritmu výpočtu 
 
 V algoritmu programu bylo potřeba zvolit a aplikovat některou z metod pro 
výpočet lineárních soustav rovnic nebo výpočet inversní matice. Jelikož soustava 
rovnic vyskytující se ve výpočtu kontaktního tlaku obsahuje při rozlišení např. 128 
bodu (uzlů) 16384 neznámých je řešení této soustavy velice časově náročné a volba 
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správné metody hraje velice důležitou roli. Při řešení takto rozsáhlých soustav rovnic 
často nastává problém nejenom s časovou náročností, ale také s nedostatkem 
hardwarového vybavení především pak s nedostatkem operační paměti počítače. 
Dnešní normálně dostupné stolní počítače jsou běžně osazeny pouze několika 
gigabytovými pamětmi RAM. Obvykle je to okolo 4Gb. Ovšem pro uložení matice 
soustavy do paměti již zmiňovaného rozlišení 128 bodů je potřeba při datovém typu 
double, který zabírá 8 bytu už 2Gb paměti. Při větším rozlišení je možné využít 
zápisu na pevné disky v podobě SWAP souborů, ovšem toto řešení nám neúměrně 
zpomalí výpočet, protože rychlost čtení a zápisů do paměti RAM je několika násobně 
vyšší než čtení a zápis na pevné disky. 
 V algoritmu programu jsou aplikovány zvlášť dvě numerické metody a bylo 
zkoušeno, která bude rychlejší a přesnější. Jako první testována metoda byla zvolena 
Gauss-Jordanova eliminace s částečným výběrem hlavního prvku. Jak se 
předpokládalo a později také ukázalo, tato metoda nepatří z daleka k nejrychlejším 
pro řešení soustav lineárních rovnic. Ovšem výhoda spočívala v tom, že při výpočtu 
soustavy rovnic touto metodou se získá nejenom řešení soustavy, ale zároveň se 
obdrží inversní matice soustavy. Právě proto, aby se získalo jak řešení rozložení 
kontaktního tlaku, tak inversní matice byla tato metoda zvolena. Protože při výpočtu 
kontaktního tlaku z tloušťky mazacího filmu se určuje suma deformací podle rovnice 
(22). Avšak v této rovnici se vykytuje hodnota, která na začátku výpočtu není známa 
a tou je přiblížení těles v rovnici označené jako h0. Toto přiblížení se ze začátku 
výpočtu pouze odhaduje, jak je vysvětleno dále. Přesná hodnota přiblížení h0 se získá 
až ověřením silové rovnováhy podle rovnice (6) kdy je známa síla působící na 
kuličku a porovnává se s výslednou sumou kontaktních tlaků vynásobenou plochou 
kontaktní oblastí. Vyjde-li hodnota síly jinačí než je působící síla na kuličku výpočet 
se opakuje znovu pro jiné přiblížení h0 jak je znázorněno na schématu výpočtu obr. 
21. Právě pro tento opakovaný výpočet se zdála být Gauss-Jordanova metoda ideální, 
jelikož při prvním řešení se vypočítá operačně náročná inversní matice soustavy. Při 
opakovaném výpočtu kontaktního tlaku se změní pouze suma deformací, která 
vystupuje v řešení jako vektor pravých stran. Inversní matice soustavy zůstává stejná, 
je uložena v operační paměti počítače a stačí pouze násobení této inversní matice se 
změněným vektorem deformaci podle rovnice (19) uvedené v 4.1. Pouhé násobení 
inversní matice soustavy s vektorem deformací nevyžaduje tolik početních operací a 
je dostatečně rychlé oproti řešení nové soustavy rovnic. 
 
  
strana 
44 
NÁVRH METODICKÉHO PŘÍSTUPU K ŘEŠENÍ 
 
 Druhou aplikovanou a testovanou metodou byl LU-rozklad. Metoda LU-
rozkladu je tři krát rychlejší než Gauss-Jordanova eliminační metoda. Při této metodě 
rozložíme matici soustavy A na součin dolní trojúhelníkové matice L a horní 
trojúhelníkové matice U podobně jako na příkladu: 
            
1 2 3 1 0 0 1 2 3
2 8 11 2 1 0 0 4 5
3 22 35 3 4 1 0 0 6
L UA
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦	
 	
 	

 
 
Jakmile je provedený rozklad, může se řešit soustava L·y=b. Tomuto kroku se říká 
zpětný chod. V příkladu to bude vypadat takto: 
Obr. 21 Schéma posloupnosti operací výpočtu kontaktního tlaku
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N
1 0 0 13 13
2 1 0 45 19
3 4 1 133 18
bL
y
⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎢ ⎥⇒ =⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎜ ⎟⎝ ⎠	

 
 
Po obdržení řešení y se řeší soustava U·x=y. Tzv. druhý zpětný chod a obdrží se 
požadované řešení soustavy: 
 
N
1 2 3 13 2
0 4 5 19 1
0 0 6 18 3
yU
x
⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎢ ⎥⇒ =⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎜ ⎟⎝ ⎠	

 
 
 Metoda LU-rozkladu je výhodná při řešení takových příkladů, kdy se bude 
řešit více soustav rovnic se stejnou maticí soustavy A, ale s různými pravými 
stranami b. Hlavním důvodem je totiž pracný rozklad L·U. Vyřešení dvou soustav s 
trojúhelníkovou maticí je už poté jen věc dosazování [33]. 
 Jak bylo zmíněno, metoda LU-rozkladu je velice vhodná při řešení několika 
soustav při nezměněné matici soustavy A s různými pravými stranami b. Tato 
vlastnost byla pro zvolení této metody rozhodující, protože je velmi vhodná pro 
výpočet kontaktního tlaku, kdy se mění pouze deformace vektoru pravých stran Ur. 
Při výpočtu se provede rozklad matice Kr,s a uloží se do operační paměti stejně jako u 
inversní matice v Gauss-Jordanově eliminaci. Potom už nastává rychlé řešení 
jednoduchých soustav s trojúhelníkovými maticemi stejně jako v uvedeném příkladě. 
Na obr. 24 je schéma posloupností operací při použití metody LU- rozkladu.     
 Předlohou pro naprogramování algoritmu uvedených numerických metod 
byly algoritmy uvedené v [34]. Ovšem zde uvedené metody obsahovaly mnoho 
zbytečných řádků kódu z důvodu lepšího porozumění pro čtenáře a hlavně potřeb 
lepšího komerčního využití. Proto musely být algoritmy upraveny a 
přeprogramovány tak, aby je bylo možno použít bez zbytečných a pro účely výpočtu 
kontaktního tlaku nepotřebných souborů, předpisů funkcí atd. Upravené zdrojové 
kódy metod jsou uvedeny v příloze 2.       
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4.1.7 Vypočet a kontrola rovnováhy sil 
 
 Po provedení výpočtu soustavy rovnic je výsledkem rozložení kontaktního 
tlaku ve zkoumané kontaktní oblasti. Aby se ověřilo, že jsou vypočtené hodnoty 
kontaktního tlaku správné, provede se kontrola silové rovnováhy. Podle rovnice (24) 
musí být suma výsledného tlaku násobena rozměrem kontaktní oblasti stejná, jako je 
zatěžující síla působící na kuličku. 
 
2
1
N
i
i
F p c
=
= ⋅∑       (24) 
kde:   
F  N  - je zatěžující síla 
Σpi  Pa  - součet kontaktního tlaku v kontaktu 
c m  - vzdálenost bodů 
 
 Na začátku výpočtu při určování deformací se odhaduje přiblížení těles h0. 
viz obr. 11. Protože je přiblížení těles na začátku odhadováno, silová rovnováha 
nebude splněna a musí se provést výpočet znovu s jinou hodnotou přiblížení. Takto 
se může pokračovat do nekonečna, než by silová rovnováha vyšla. Ovšem 
z provedených výpočtů vyplývá, že závislost mezi zatěžující silou a přiblížením těles 
h0 má lineární charakter a proto je možné přesnou hodnotu přiblížení již po dvou 
výpočtech určit přesně. 
 V programu je to vyřešeno tak, že na začátku výpočtu výsledných deformací, 
se určí nějaká konstanta, která se bude přičítat. Na hodnotě konstanty vůbec nezáleží 
a volí se náhodně (samozřejmě může být volena podle reálného odhadu, ale není to 
Obr. 24 Schéma posloupnosti operací při použití LU-rozkladu
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podmínkou). Po provedení prvního výpočtu je vypočítána zatěžující síla a její 
hodnota je uložena do paměti. Poté nastává výpočet nové deformace, kdy se opět 
náhodně zvolí hodnota přiblížení h0 (jediná podmínka je, aby nebyla stejná jako 
předchozí). Jakmile proběhne druhý výpočet, opět se vypočítá zatěžující síla a uloží 
se. Pak už se jenom podle rovnice přímky (25) určené dvěma body vypočítá výsledná 
hodnota přiblížení pro zatěžující sílu F a následuje poslední výpočet tlaku. Graficky 
je tento postup naznačen na obr. 22. Značení a indexy veličin zobrazených na 
obrázku odpovídají názvům proměnných ve zdrojovém kódu uvedeného v příloze 2.    
2 1
1 1
2 1
( ) y yy y x x
x x
−− = − ⋅ −             (25) 
 
  
 
 
 
Obr. 22 Schéma určení hodnoty přiblížení 
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5 ANALÝZA A INTERPRETACE ZÍSKANÝCH ÚDAJŮ 
 
 Tato kapitola diplomové práce se zabývá výpočtem a výsledky jednotlivých 
početních úloh. Vstupní data tloušťky byly obdrženy z numerického víceúrovňového 
(multilevel) řešení a z experimentálního měření tloušťky mazacího filmu 
kolorimetrickou interferometrii. Kromě první úlohy kdy se ověřovala správnost 
programu na suchém Hertzově kontaktu kuličky a disku jsou všechny zde 
prezentované výsledky zkoumány za podmínek EHD mazání. Povrch kuličky 
v kontaktu byl hladký a s mikrovtiskem. Kulička byla přitlačována zatěžující silou 
stejně jako na obr. 23. Protože se jedná o kontakt za podmínek EHD mazání musí být 
povrchy v relativním pohybu. Podle rychlosti jednotlivých kontaktních povrchů se 
zjišťuje, zda se jedná o čisté valení nebo povrchy prokluzují. Veličina která udává, 
jak se vůči sobě povrchy pohybují se nazývá parametr prokluzu Σ. Určuje se podle 
rovnice (28). 
 
2( )d k
d k
v v
v v
−Σ = +       (28) 
kde:  
vd  m·s-1  - je rychlost disku 
vk  m·s-1  - rychlost kuličky 
Σ -  - parametr prokluzu 
  
 Z rovnice plyne, je-li Σ>0 pohybuje se rychleji disk a nastává prokluz, Σ<0 
rychlejší je kulička a nastává také prokluz, Σ=0 kulička i disk se pohybují stejně 
rychle, jedná se o čisté valení.     
 Všechny prováděné výpočty využívaly algoritmu navrženého v kapitole 4.1
  
5.1 Ověření funkčnosti softwaru na Hertzově úloze 
  
 Ještě před tím, než bylo možné provést výpočet kontaktního tlaku z předem 
získané tloušťky mazacího filmu, bylo potřeba ověřit, zdali sestavený program 
funguje správně. Pro ověření výsledku bylo zapotřebí, vypočítat jednoduchou úlohu 
suchého kontaktu kuličky na plochém disku. Schéma kontaktu je na obr. 23. Jedná se 
o statický kontakt kdy kulička i disk jsou v klidu. Výpočet byl proveden podle 
Hertzovy teorie [35]. Provozní podmínky jsou uvedeny v tabulce.  
 
Tab. 1 Provozní podmínky Hertzovy kontaktní úlohy 
Modul pružnosti kuličky E1 211 GPa Rychlost kuličky vk 0 m·s-1 
Modul pružnosti disku  E2 100 GPa Rychlost disku vd 0 m·s-1 
Poissonův poměr μ1 0,3 Parametr prokluzu Σ 0 
Poissonův poměr μ2 0,211 Vzdálenost bodu c 2464 nm 
Redukovaný modul Er 144,2 GPa Délka a a=156,44µm 
Zatěžující síla F 29 N Počet bodů  128x128 
Poloměr kuličky R 12,7 mm - - 
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 Postup výpočtu maximálního kontaktního tlaku podle Hertze je uveden 
v příloze 1. Všechny vztahy potřebné pro výpočet maximálního kontaktního tlaku 
podle Hertze, byly do programu, zadány pomocí konstant určených datovým typem. 
Kompletní zadání parametru je v příloze.  
  
 Z Hertzovy teorie byl vypočítán maximální kontaktní tlak. Hodnota 
maximálního tlaku vyšla pmax = 565 MPa. Poté se získalo rozložení tlaku po 
kontaktní oblasti podle rovnice (26). 
 
2 2
( , ) max 2 21Z x y
x yp p
a b
= ⋅ − −      (26) 
 
kde: 
a m - je délka poloosy kontaktní elipsy 
b m - délka druhé poloosy kontaktní oblasti 
x,y m - souřadnice bodů kontaktního tlaku 
pmax Pa - maximální kontaktní tlak 
 
  Kontaktní oblast je určená délkou poloosy a. Rozměr kontaktní oblasti je tedy 
2a. Veličina c určuje vzdálenost uzlových bodů viz rovnice (21) obr. 57. Rozložení 
kontaktního tlaku je znázorněno na obr. 25. 
Obr. 23 Řez kontaktní úlohy
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           Obr. 26 Rozložení kontaktního tlaku podle Hertze řez středem 
  
 Protože bylo získáno rozložení kontaktního tlaku po kontaktní oblasti, mohlo 
se podle rovnice (18) vypočítat rozložení deformací po oblasti. Ještě před výpočtem 
deformace bylo nutno převést matici tlaku na vektor. Sestavila se matice Kr,s a 
násobením této matice s vektorem tlaku podle rovnice (18) se získal vektor 
deformace, který bylo potřeba převést na matici a získat rozložení deformací po 
kontaktní oblasti. Na obr. 27 jsou vidět výsledky.  Obr. 28 znázorňuje deformace 
v řezu přes střed kontaktu. 
Obr. 25 Rozložení kontaktního tlaku podle Hertze 128x128 bodů 
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 V tuhle chvíli zbývalo provést poslední krok, při kterém se ze získaných 
deformací vypočítá inversní metodou pružnosti kontaktní tlak, tak jako se to dělá při 
výpočtu kontaktního tlaku z předem známe tloušťky mazacího filmu. V této úloze se 
už neřeší hodnota počátečního přiblížení h0 , protože ta je zahrnuta ve výsledné 
deformaci. Při potřebě znát přiblížení těles se může tato hodnota vypočítat podle 
rovnice (27)[35]. Tato rovnice platí pouze v případě Hertzova rozložení kontaktu. 
V případech kontaktů za podmínek EHD mazání tato rovnice neplatí, protože 
nezahrnuje vliv maziva, pohyb kontaktních povrchů atd.  
 
 
Obr. 27 Rozložení deformací 128x128 bodů
Obr. 28 Rozložení deformací řez středem
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kde 
F  N  - je zatěžující síla 
θ1, θ2 Pa-1  - elastické konstanty 
a m  - délka poloosy kontaktní oblasti 
F* -  - elipticky integral 
 
 Na obr. 29 je rozložení tlaku vypočítaného inversní metodou v řezu spolu 
s původním rozložením tlaku vypočítaného podle Hertzovy teorie. Maximální tlak 
vyšel stejně 565MPa.   
 
 Tímto výpočtem bylo ověřeno, že program funguje správně. Od rozlišení cca. 
50x50 bodů byly výsledky téměř identické. Výpočet rozložení tlaku podle Hertzovy 
teorie byl proveden během několika sekund. Inversní metoda výpočtu z deformace 
trvala při rozlišení 128x128 bodů 500 minut. Protože program počítal správně, mohlo 
se přistoupit k řešení výpočtu kontaktního tlaku z předem získané tloušťky mazacího 
filmu. 
Obr. 29 Srovnání tlaku z inversní metody a Hertzovy teorie 128x128 bodů
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5.2 Výpočet kontaktního tlaku na hladkém kontaktu 
 
 Po ověření programu na kontaktní úloze statického kontaktu bez mazání 
přišla na řadu úloha řešení rozložení kontaktního tlaku za podmínek EHD mazaní na 
hladkém povrchu kontaktních těles. Vstupní data tloušťky mazacího filmu byla 
získaná z numerického řešení. Provozní podmínky kontaktu jsou uvedeny v tabulce.  
 
Tab. 2 Provozní podmínky hladkého kontaktu 
Modul pružnosti kuličky E1 208 GPa Zatěžující síla F 29 N 
Modul pružnosti disku  E2 81 GPa Rychlost kuličky vk 0,0342 m·s-1 
Poissonův poměr μ1 0,3 [-] Rychlost disku vd 0,0342 m·s-1 
Poissonův poměr μ2 0,208 [-] Parametr prokluzu Σ 0 [-] 
Redukovaný modul Er 123,6 GPa Vzdálenost bodu c 5148 nm 
Dynamická viskozita maziva η 0,421 Pa·s Délka a a=164,75µm 
Poloměr kuličky R 12,7 mm Počet bodů  129x129 
 
 
 
 
 Rozložení mazacího filmu v prostoru bylo zobrazeno na obr. 15. Na obr. 31 je 
znázorněna tloušťka mazacího filmu v řezu ve směru valení, na obr. 32 je zobrazen 
řez kolmý na směr valení. Na obrázcích je již mírně patrný pokles mazacího filmu ve 
výstupní oblasti kontaktu.   
Obr. 30 Velikost a rozložení početní 
oblasti hladký kontakt
5.2 
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 Součet výsledné deformace včetně odečtení vypočítaného přiblížení h0 je 
znázorněn v prostoru na obr. 33. Dále jsou zde znázorněny na obr. 34 a 35 řezy 
středem kontaktní oblasti. Protože se výpočetní oblast soustředila na střed kontaktu, 
krajní hodnoty deformací se už do kontaktní oblasti nevešly, proto vykreslené 
rozložení deformací nezačíná od nulové hodnoty. 
 
 
Obr. 31 Tloušťka mazacího filmu v řezu (ve směru valení) středem kontaktu
Obr. 32 Tloušťka mazacího filmu v řezu (kolmo na směr valení) středem kontaktu 
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Obr. 33 Rozložení deformací v kontaktní oblasti 129x129bodů
Obr. 34 Deformace v řezu (kolmo na směr valení) středem kontaktu
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 Kompletní výpočet tlaku trval 580 minut. Přiblížení těles h0=1994 nm. 
Maximální hodnota tlaku dosáhla pmax= 514 Mpa Rozložení tlaku v kontaktní oblasti 
je zobrazeno na obr. 36. Je zde vidět druhé tlakové maximum typické pro EHD režim 
mazání. Toto maximum není nějak výrazné, protože rychlosti těles jsou relativně 
malé.  Hodnota tzv. Petruševičova maxima pmax2=298 MPa. 
 
 
Obr. 35 Deformace v řezu (ve směru valení) středem kontaktu
Obr. 36 Rozložení kontaktního tlaku 129x129 bodů
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Obr. 37 Kontaktní tlak v řezu (ve směru valení) středem kontaktu
Obr. 38 Kontaktní tlak v řezu (kolmo na směr valení) středem kontaktu
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5.3 Výpočet kontaktního tlaku na nehladkém kontaktu 
  
 V této úloze byla data tloušťky získána z numerického řešení. Vstupní 
geometrie kontaktních těles s mikrovtiskem byla získána také z numerického řešení. 
Tvar geometrie byl zobrazen na obr. 19 v 4.1.2. Rozměr a tvar mikrovtisku je na obr. 
40. Provozní podmínky jsou uvedeny v tabulce. 
 
Tab. 3 Provozní podmínky nehladkého kontaktu 
Modul pružnosti kuličky E1 207 GPa Zatěžující síla F 29 N 
Modul pružnosti disku E2 463 GPa Rychlost kuličky vk 0,0199 m·s-1 
Poissonův poměr μ1 0,3 [-] Rychlost disku vd 0,006646 m·s-1 
Poissonův poměr μ2 0,29 [-] Parametr prokluzu Σ -1,33 [-] 
Redukovaný modul Er 313,7 GPa Vzdálenost bodu c 3803,25 nm 
Dynamická viskozita maziva η 0,421 Pa·s Délka a 120,76 µm 
Poloměr kuličky R 12,7 mm Počet bodů  128x128 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 Rozložení mazacího filmu v prostoru bylo znázorněno na obr. 17 v 4.1.1. Na 
obr. 41 je znázorněna tloušťka filmu v řezu ve směru valení a na obr. 42 v řezu 
kolmém na směr valení. Z obrázků je patrné, že mikrovtisk působí jako úložiště 
maziva. Ve středu mikrovtisku dosahuje tloušťka maziva 700 nm. Avšak na hranách 
mikrovtisku tloušťka maziva klesá až na hodnotu 70 nm.    
Obr. 39 Velikost a rozložení kontaktní 
oblasti nehladký kontakt 
Obr. 40 Detail mikrovtisku
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 Výsledné deformace jsou znázorněný s vypočítaným přiblížením h0. Na obr. 
43 je celkové rozložení deformací po kontaktní oblasti v prostoru, dále následují 
obrázky výsledné deformace v řezu ve směru valení a ve směru kolmém na valení.  
 
Obr. 41 Tloušťka mazacího filmu v řezu (ve směru valení) středem kontaktu 
Obr. 42 Tloušťka mazacího filmu v řezu (kolmo na směr valení) středem kontaktu 
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Obr. 43 Rozložení deformací v kontaktní oblasti 128x128 bodů
Obr. 44 Deformace v řezu (ve směru valení) středem kontaktu
Obr. 45 Deformace v řezu (kolmo na směr valení) středem kontaktu
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 Výpočet kontaktní tlaku trval přibližně stejně dlouho, jako v případě 
hladkého kontaktu. Přiblížení těles vyšlo h0=1045 nm. Maximální hodnota tlaku 
dosáhla pmax= 1504 Mpa. Z výsledků vyplívá, že uvnitř mikrovtisku tlak klesá téměř 
na nulovou hodnotu a tím působí mikrovtisk pozitivně na kontaktní únavu. Na 
krajích mikrovtisku se vyskytují tlaková maxima, zde mikrovtisk působí jako 
koncentrátor napětí. Druhé tlakové maximum je u této úlohy mnohem více zřetelné 
než u hladkého kontaktu. Rozložení tlaku v kontaktní oblasti nehladkého kontaktu je 
zobrazeno na obr. 46.   
Obr. 46 Rozložení kontaktního tlaku v kontaktu s mikrovtiskem 128x128 bodů
Obr. 47 Kontaktní tlak v řezu (ve směru valení) středem kontaktu
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5.4 Výpočet kontaktního tlaku na hladkém kontaktu z exp. dat 
 
 Jako další úloha byl výpočet kontaktního tlaku na hladkém kontaktu kuličky 
s diskem, ovšem tentokrát nebyla data získána z numerické víceúrovňové 
(multilevel) metody, ale byla použita data vstupní tloušťky mazacího filmu 
z experimentálního měření kolorimetrickou interferometrií. Metoda byla popsána 
dříve v 1.2.2. Vstupem do programu nebyla tloušťka mazacího filmu a geometrie 
kontaktních povrchů, ale už přímo zpracované výsledné deformace. Proto se 
nemuselo počítat přiblížení těles h0 , které už bylo zahrnuto v deformaci. Protože 
vstupem byla data získaná z experimentu, rozložení deformací už nebylo tak hladké 
jako u dat získaných z numerického řešení. Nepřesnosti dat v tloušťce mazacího 
filmu mohou být způsobeny kavitací (bublinky v mazivu) ve výstupní oblasti. Na 
okrajích se vyskytovaly skokové rozdíly v deformaci, proto byly data ořezány.  
Provozní podmínky kontaktu jsou uvedeny v tabulce. 
  
Tab. 4 Provozní podmínky hladkého kontaktu z exp. dat 
Modul pružnosti kuličky E1 211 GPa Zatěžující síla F 28 N 
Modul pružnosti disku E2 81 GPa Rychlost kuličky vk  0,01329 m·s-1 
Poissonovo poměr μ1 0,3 [-] Rychlost disku vd  0,01329 m·s-1 
Poissonovo poměr μ2 0,207 [-] Parametr prokluzu Σ 0 [-] 
Redukovaný modul Er 124 GPa Vzdálenost bodu c 4000 nm 
Dynamická viskozita maziva η 0,221 Pa·s Délka a 76 µm 
Poloměr kuličky R 12,7 mm Počet bodů  77x77 
Obr. 48 Kontaktní tlak v řezu (kolmo na směr valení) středem kontaktu
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 Algoritmus výpočtu je velice citlivý na vstupní údaje a každá nespojitost se 
značně projeví na výsledném kontaktním tlaku. Na obr. 50 jsou zobrazeny výsledné 
deformace po ořezání krajních hodnot. Obr. 51 a 52 zobrazují rozložení deformací 
v řezu ve směru valení a ve směru kolmém na směr valení. 
 
 
 
Obr. 49 Velikost a rozložení kontaktní 
oblasti hladký kontakt experiment
Obr. 50 Rozložení deformací v kontaktní oblasti 77x77 bodů
Obr. 51 Deformace v řezu (ve směru valení) středem kontaktu
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 Výpočet kontaktního tlaku trval 60 minut z důvodu menšího rozlišení bodů 
než v předchozích úlohách. Doba výpočtu byla také rychlejší, protože se neprováděla 
silová rovnováha a nehledalo se přiblížení těles h0. Kontaktní tlak ve středu kontaktu 
vyšel pmax=380MPa. Z důvodu vstupních experimentálních dat není rozložení 
kontaktního tlaku hladké jako u dat z numerického řešení a ve výsledcích jsou 
skokové změny hodnot kontaktního tlaku a nepřesné hodnoty na okrajích kontaktní 
oblasti. Na obr. 53 je rozložení kontaktního tlaku v kontaktní oblasti. Dále následuje 
rozložení tlaku v řezech ve směru valení a ve směru kolmém na valení. 
Obr. 52 Deformace v řezu (kolmo na směr valení) středem kontaktu
Obr. 53 Rozložení kontaktního tlaku na hladkém kontaktu. Data z experimentu 77x77 bodů 
  
ANALÝZA A INTERPRETACE ZÍSKANÝCH ÚDAJŮ 
 
strana 
65 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obr. 54 Kontaktní tlak v řezu (ve směru valení) středem kontaktu
Obr. 55 Kontaktní tlak v řezu (kolmo na směr valení) středem kontaktu
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5.5 Výpočetní časy 
 
  Pro jednotlivé úlohy bylo provedeno vždy několik výpočtů s různými 
hodnotami rozlišení bodů a doba výpočtu byla zaznamenávána. Časové údaje byly 
použity k vykreslení grafu závislosti počtů bodů na čase obr. 56. 
 
  V grafu je zřejmý výrazný nárůst výpočetního času se zvyšujícím se počtem 
uzlových bodů. Pro snížení výpočetního času by bylo vhodné aplikovat pokročilejší 
numerické metody. Takovou metodou může být např. Gauss-Seidlova numerická 
metoda s využitím víceúrovňového iteračního schématu. Výpočetní čas se dá také 
výrazně snížit předpočítáním LU- rozkladu matice Kr,s a následně řešit jenom změnu 
výsledných deformací pravých stran. Podobného urychlení jako v případě LU-
rozkladu se dá dosáhnout také použitím konvoluční matice popsané v kap. 1.3.2. kdy 
se může např. testovanou Gauss-Jordanovou metodou nebo metodou LU-rozkladu 
získat inversní matice Kr,s-1 a následně vytvořit z řádků této matice konvoluční matici 
a poté už jenom násobit elastické deformace touto maticí. 
Obr. 56 Graf závislosti času na rozlišení
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 6 ZÁVĚR 
 
 V práci byl vytvořen program na výpočet kontaktního tlaku z předem získané 
tloušťky mazacího filmu v režimu EHD mazání. Algoritmus programu ale také 
program samotný byly úspěšně ověřeny na několika úlohách hladkých a nehladkých 
kontaktních povrchů kdy byly realizovány výpočty a analýza kontaktního tlaku. 
  
 Program byl napsán pomoci programovacího jazyka C jako konzolová 
aplikace a je jednoduše použitelný na různých operačních systémech. Zdrojový kód 
programu je napsán pro snadné použití na různých vstupních datech tloušťky 
mazacího filmu a geometrie kontaktních těles. To umožňuje zkoumat rozložení 
kontaktního tlaku za různých provozních podmínek. Mohou se zkoumat jak povrchy 
hladké, tak i povrchy nehladké např. s cílenou modifikací topografie povrchu kdy se 
zkoumá vliv uměle vytvořených mikrovtisku na kontaktní únavu, na rozložení 
kontaktního tlaku, na rozložení maziva v kontaktu atd. Vypočítané data kontaktního 
tlaku mohou být jednoduše přesměrována do dalších programů, nebo mohou být 
exportována do textového souboru v podobě matice nebo vektorů podle potřeby 
budoucího použití. Program muže být využíván pro teoretické studium, ale i pro 
experimentální výpočty kontaktního tlaku. V příloze 2 jsou uvedeny kompletní 
zdrojové kódy tak jak byly použity pro výpočty jednotlivých kontaktních úloh.  
  
 Z provedených výpočtů a výsledků vyplývá, že algoritmus použitý 
k sestavení programu je náchylný na nespojitosti a skoky ve vstupních datech. Proto 
se při použití např. experimentálně získaných dat musí věnovat více času jejich 
přípravě tak, aby data obsahovala co nejméně skokových a nehladkých hodnot. Tato 
příprava dat spočívá ve filtraci, extrapolaci a ořezání nespojitých skokových hodnot. 
Bylo dokázáno, že při dostatečně přesných vstupních datech se dosáhne na 
nemazaném kontaktu téměř stejného rozložení kontaktního tlaku jako v případě 
použití Hertzovy teorie.  
  
 Hlavní nevýhodou algoritmu použitého v programu je jeho vysoká výpočetní 
náročnost. Při použití dnes běžně dostupné výpočetní techniky se nedokáže potenciál 
algoritmu plně využít. Ovšem pro řešení kontaktních úloh s menším rozlišením 
výsledků je algoritmus dostačující již dnes. 
  
 V práci byly úspěšně splněny požadavky uvedené v cílech práce. Bylo 
splněno i několik dalších dílčích cílů jako výpočet kontaktního tlaku na nehladkém 
povrchu kdy byly vstupní data získány z křivek amplitudového útlumu.   
  
 Do budoucna se program muže vyvíjet dvěma směry. Prvním bude nasazení 
programů na nejvyspělejší a nejvýkonnější dostupnou výpočetní techniku. To má 
však jednu v dnešní době nezanedbatelnou překážku a tou je finanční stránka.  Tím 
druhým a více pravděpodobným směrem bude další vývoj numerických metod 
použitých v algoritmu k řešení lineárních soustav rovnic. Do programu se mohou 
implementovat víceúrovňové metody nebo zrychlení výpočtů využívající 
konvolučního okna popsané v kapitole 1. Dále může být program implementován do 
algoritmu kolorimetrické interferometrie přímo k výpočtu kontaktního tlaku bez 
potřeby načítání vstupních dat. 
6 
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α [-]  - tlakově viskózní koef. maziva 
ρ [kg·m-3]  - hustota maziva 
ρ0 [kg·m-3] - hustota maziva při atmosférickém tlaku 
µ1 [-]   - Poissonův poměr pro těleso 1  
µ2 [-]   - Poissonův poměr pro těleso 2 
A [-]  - matice soustavy 
a [m]  - poloosa stykové elipsy ve směru osy x 
b [m]   - poloosa stykové elipsy ve směru osy y 
b [-]  - vektor pravých stran 
C [Pa·m-1]   - konvoluční matice 
CN [Pa·m-1] - nová konvoluční matice 
CO [Pa·m-1] - původní konvoluční matice 
D [m]   - průměr ocelové kuličky 
d(x,y)[m] - popis geometrie povrchové nerovnosti 
dnew [m] - nová vzdálenost mezi body kontaktní oblasti 
dold [m] - původní vzdálenost mezi body kontaktní oblasti 
E* [-]   - eliptický integrál 
E1 [Pa]  - modul pružnosti tělesa 1 
E2 [Pa]  - modul pružnosti tělesa 2 
ERN [Pa] - nový modul pružnosti materiálu  
ERO [Pa] - původní modul pružnosti 
Ed [Pa]  - modul pružnosti disku 
Ek [Pa]  - modul pružnosti kuličky 
E [Pa]   - modul pružnosti  
Er [Pa]  - redukovaný modul pružnosti 
F* [-]   - eliptický integrál 
F [N]   - zatěžující síla 
g(x,y) [m]  - geometrie povrchu tělesa 
g1 [m]   - geometrie prvního tělesa 
g2 [m]   - geometrie druhého tělesa 
h(x,y) [m]  - tloušťka mazacího filmu 
h0 [m]   - přiblížení těles 
k [-]   - parametr elipticity  
K [m·Pa-1]  - matice poddajnosti 
Krs [m·Pa-1]  - matice poddajnosti 
K-1 [Pa·m-1]  - inversní matice poddajnosti 
N [-]  - počet bodů sítě 
p [Pa]   - kontaktní tlak 
pmax [Pa] - maximální kontaktní tlak 
p0 [Pa]  - koeficient v Roelandsově tlakově-viskózní závislosti 
P [Pa]   - matice tlaku 
Ps [Pa]  - matice tlaku 
),( mnP [-] - Fourierův koef. 
R [m]   - poloměr kuličky 
r1,r2 [-]  - označení paprsku světla 
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usum [m]  - suma elastických deformací 
u(x,y) [m]  - součet elastických deformací  
),( mnU [-] - Fourierův koef. 
U [m]  - matice deformací 
Ur [m]  - matice deformací 
vk [m·s-1]  - rychlost valení kuličky 
vd [m·s-1]  - rychlost valení kuličky 
w(x,y) [m] - elastické deformace kontaktních těles od tlaku v mazací vrstvě 
x [-]  - vektor neznámých 
z [-]   - tlakově viskózní index v Roelandsově závislosti 
η [Pa s]  - dynamická viskozita maziva 
η0 [Pa s]  - viskozita maziva při atmosférickém tlaku a konstantní teplotě 
Σ [-]   - prokluz 
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Tab.  Parametry kontaktní úlohy Hertz 
Modul pružnosti kuličky E1 211 GPa 
Modul pružnosti disku  E2 100 GPa 
Poissonův poměr pro ocel μ1 0,3 
Poissonův poměr pro litinu μ2 0,211 
Zatěžující síla F 29 N 
Poloměr kuličky R 12,7 mm 
 
Postup výpočtu maximálního kontaktního tlaku podle Hertze: 
Určení redukovaného modulu podle Hertze: 
 
( ) ( )2 21 2
1 2
1 72110.603GPa
1 1
1000 1000
HE
E E
μ μ= =− −+
 
Určení elastických konstant: ( )
( )
2
1 5
1
1
2
2 5
2
2
4 1
1.725*10
1000
4 1
3.822*10
1000
E
E
μθ
μθ
−
−
−= =
−= =
  
Poloměry křivosti koule a kotouče: 
1 1 2 2
1 1 2 2
1 1 2 2
; ; ;
1 1 1 1; ; ;
x y x y
x y x y
x y x y
R R R R R R
R R R R
ρ ρ ρ ρ
= = = ∞ = ∞
= = = =  
Pomocný úhel k určení parametru elipticky k a eliptických integrálů E*, F*: 
( ) ( )1 2 1 2
1 2 1 2
cos 90x x y y
x x y y
a
ρ ρ ρ ρτ ρ ρ ρ ρ
⎡ ⎤+ − += = °⎢ ⎥+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦
 
 
 
Obr Graf závislosti E*, F* a k na uhlu τ [35] 
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k=1; 
E*=1.57 
F*=1.57 
Výpočet délek poloos a a b: 
 
*
1 23 2
1 2 1 2
3 0.1564
4 x x y y
F Ea mm
k
θ θ
π ρ ρ ρ ρ
+= ⋅ ⋅ =+ + +    
*1 2
3
1 2 1 2
3 0.1564
4 x x y y
Fb F k mmθ θπ ρ ρ ρ ρ
+= ⋅ ⋅ ⋅ =+ + +  
 
Maximální kontaktní tlak: 
max
3 565.7
2
Fp MPa
abπ= =  
